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In [1] und [6] wurde unter anderem gezeigt, dafl zu jeder Funktion f
aus C[0,1] mit f(0)=0, zu jedem £>0 und zu jeder Folge positiver
Zahlen w, mit w, — oo ein Polynom P(x)=3"_, a,x" existiert mit

[f(x)—P(x)|<e(xe[0,1]) und Ja,|<w?{n=1,2.. N).

Dieses Ergebnis sowie auch weiterfiihrende Sétze in [2] konnten in ganz
spezieller Weise durch die Abschitzung der Koeffizienten Bernsteinscher
Polynome gewonnen werden.

Um nun nicht nur fiir Polynome sondern auch im Falle allgemeinerer
Linearformen bestmogliche Approximationen dieser Art bei zugehdrigen
Koeffizientenbeschrinkungen zu ecrhalten, zeigen wir in Form einer
allgemeineren Theorie mit einer in [4] benutzten funktionalanalytischen
Beweismethode die Aquivalenz solcher Approximationseigenschaften mit
gewissen Identitdtsbedingungen fiir Integraltransformationen.

Als Anwendung dieser allgemeineren Ergebnisse lassen sich dann
zahlreiche spezielle Approximationssitze herleiten. Insbesondere erhalten
wir sehr einfache und elegante Beweise fiir die folgenden drei Sitze, die
teilweise Verschiarfungen zu [17] und [2] ergeben.

Es bezeichne (1,); im weiteren stets eine Folge verschiedener reeller
Zahlen mit O=4,< 4, (n=1,2,..).

Sarz 1. Gilt 3°r_, (1/L,)=0c und 4, ,,— +,=¢>0 fiir die Folge (4,),
dann gibt es cu jeder Funktion f'e C[0, 1], zu jedem ¢ > 0 und zu jeder Folge
(w,) positiver Zahlen mit w,— oo (n— o) ein Polynom P(x)=Y"_, a,x™
so, dafs

|/ (x) = P(x)| <e(xe [0, 1])
und
ag=11(0), la,| <wi(n=1,2,.., N).
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20 LOTHAR HOISCHEN
Als Verschiarfung zu [ 1, Theorem 3; 2, Theorem 27 erhalten wir

SaTz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 bezuglich (4,) gibt es zu
Jeder Funktion fe Cla, b] mit 0<a<b und zu jedem ¢>0 ein Polynom
P(x)=3"_, a,x™ sowie ein Polynom P,(x)=Y" | b,x™ mit

[f(x)— P(x)| <&, |f(x)—Pi(x)|<e (xela, b])

und ag=f(a), 27, la,l a” <1, XY b, a/(1 + &))" < 1, so daff insbeson-
dere gilt

la, | <a *, b, | < (1 +¢&)a)y™ (n=1,2,.. N).

Im Falle beschriankter 4, ergibt sich

Satz 3. Gilt A, -k (n—> x) mit O <k < x fiir die Folge (4,), dann gibt
es zu jeder Funktion fe C[0, 1], zu jedem ¢>0 und zu jeder Folge (w,)
positiver Zahlen mit w,, - < ein Polynom P(x)=3% 7" _ a,x mit

|f(x) = Plx)| <e(xe[0.1])

und

N
ay = f(0), Z fa, | s, — k"< 1.

not

Um nun fiir entsprechende Approximationen durch Linearformen aus
anderen Funktionen eine allgemeinere Theorie zu erhalten, betrachten wir
einen linearen normierten Raum X mit der Norm | /] fir /€ X und bilden
abzihlbare Systeme S < X von Elementen K, e X (n=1, 2,...).

Wir sagen, dal} das System S in X beziiglich einer Folge positiver Zahlen
¢, (n=1,2,..) die Identititseigenschaft /(K,, ¢,) besitzt, falls fiir jedes
beschrankte lineare Funktional F auf X aus F(K,)="(c,) (n— o) stets
F(f)=0 fiir alle fe X folgt.

Wir beweisen als wesentlichen Hilfssatz

SAaTz 4. Es sei X ein linearer normierter Raum mit dey Norm || f| fir
fe X. Ferner sei S ein System mit Elementen K, e X (n=1,2....), und es seien
¢, (n=1,2,..) positive Zahlen. Genau dann gibt es zu jedem fe X und cu
Jedem ¢>0 ein P=3%"_,a,K, aus X mit

N

If=Pll<e und 3 la,lc, < (1

noo |

wenn I(K,, c,) gilt.
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Es sei darauf hingewiesen, dal3 die Abschédtzung (1) bei beliebigem fe X
mit

N
If=Pl<1 und 3} la,]c,<I

ne=|

gleichwertig ist.

Wir wihlen nun speziell X=C,[0, ¢] mit 0 <g < oc. Dabei bezeichne
C,o[0, ¢] fiir endliches ¢ die Klasse aller auf [0, ¢] stetigen Funktionen f
mit f(g)=0. Entsprechend set C,[0, oc] diec Menge aller auf [0, «)
stetigen Funktionen f mit f(¢1) >0 (r— oo). Die beschrinkten linearen
Funktionale F auf C,[0,¢] (0<g< o) haben bekanntlich die Gestalt
[7.8.139]

A =] dan) i [ < oo

0

wobel 2 im Falle eines endlichen ¢ wegen f(g) =0 als linksseitig stetig in
t=¢ angenommen werden kann, und die Integrale im Falle g= o als
uneigentlich beztiglich co zu lesen sind.

Fiir ein System S mit Funktionen K, e C,[0, ¢] bezeichnen wir jetzt mit
Iio (K, ¢,) die Identititseigenschaft, daB3 aus

j“K,,(z)da(z):cﬂ(c,,) (n— o), jq;da(t)|<oo

O

stets a(z) =0 (1€ [0, g] bzw. 1€ [0, «c) im Falle g = oc) folgt fiir jede nor-
mierte Belegungsfunktion a. Dabei heillt o normiert, wenn o linksseitig
stetig in (0, ¢] bzw. in (0, o) ist mit 2(0)=0.

Aus Satz 4 erhalten wir unmittelbar als Hauptergebnis fiir die
Approximation durch Linearformen von Funktionen

SATZ 5. Es sei S ein System von Funktionen K, € Cy[0, q] (0 <g< o),
und es seien ¢, positive Zahlen. Genau dann gibt es zu jeder Funktion
e Cy[0, g] und zu jedem ¢ >0 ein P(s)=>7"_, a,K,(s) mit

[ f(s)—P(s)i<e (s€[0,q], bzw. s€ [0, o0) im Falle g= o0)
N
und Y la,l e, <e, (2)
ne=1
wenn I (K, c,) gilt.

Fiir die Anwendungen ist der folgende Identitdtssatz von Mikusifiski [5]
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besonders wichtig, wobei wir diesen Satz in der nach [3,S.10]
umgeformten Gestalt libernehmen.

Satz 6. Ist (4,) eine Folge mit 3 (1/A,)=x und 4, — 4,2 c¢>0,
dann impliziert

' e Mdu(t)=Ce ) (1 — ) mit
Yo Y0

[da(t)] < oo

Jir jede normierte Funktion « und fiir jedes endliche ¢ >0 stets a(t)=0

(te [0, 4]).

Ein neuer Beweis von Satz 6 wurde in [4, Folgerung aus Satz 3]
gegeben.

Satz | folgt unmittelbar aus Satz S fir K, (1)=¢ ", ¢,=w, * bei der
Approximation von f(x)—f(0) mit yv=¢ ° da sich die Bedingung
Iro. . 1(K,.w, ™) wegen w,— x aus Satz 6 ergibt. Es sei noch darauf
hingewiesen, dal3 die sich zundchst nach Satz 5 ergebende Abschitzung
>N, la,l w, *n<e& unter den Voraussetzungen von Satz 1 keine Verschir-
fung gegeniiber |a,| < w’ darstellt,

Satz 2 folgt entsprechend aus Satz 5 und Satz 6, wobei ohne
Beschrinkung der Aligemeinheit 0 <a<bh=1 in Satz 2 angenommen sei.
Wir sctzen fir a=c¢ ¢ hierbei K (1)=¢ "~ ¢ 9 ¢,=¢ . so daB
K,(¢)=0ist. Da sich dann fir diese K, nach Satz 5 die Approximation (2)
mit 3 | |a,le 9 < ergibt. so konnen wir diese Funktionen K, auch
durch ¢ " bel Erhaltung von (2) ersetzen. so daf3 wir daher flir x=¢ *
das Polynom P(x) in Satz 2 durch die Approximation von f(x) —f(a) auf
[a, 1] erhaiten. Wird aulerdem / stetig aufl das Intervall [¢ —¢, ] mit
fla—e)y=0 fortgesetzt, dann existiert entsprechend fir ¢ —e¢=¢ ¢ nach
Satz S ein Polynom P,(x)=3Y"_ | b, x™ mit

"

N
If(x)=Pi(x)<e (xela—eb]und Y [h,lla—e)"<l,
n |

wobei letzteres mit >V | [, [(a/(1 + &))" <1 gleichwertig ist. Damit ist
Satz 2 bewiesen.
Zum Beweis von Satz 3 ist nach Satz 5 zu zeigen, dal3

(e rda(t)=C(h, k1P A k>0 (o)
<0

fiir normiertes und variationsbeschrianktes o stets x(1) =0 (1 = 0) impliziert.
Die Funktion g mit g(s)= j(f e " da(t)ist aber in der offenen rechten kom-
plexen Halbebene analytisch, so dall aus g(4,)=C(|4,—k|") bei
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Entwicklung von g(s) in eine Potenzreihe um s=k wegen w, — oo leicht
2(s)=0 folgt, woraus sich nach bekannten Identitdtssdtzen fiir Laplacein-
tegrale a{¢)=0 (+=0) ergibt.

Als weitere Anwendung von Satz 5 ergeben sich zahireiche
Approximationssitze insbesondere im Fall, dall K, (1)= K(t4A,) mit einer
Funktion KeCy[0, oc] ist, sofern sich dann zugehorige Iden-
titdtsbedingungen /;, ,.1(K,, ¢,) herleiten lassen. Diese konnen in vielen
Fillen durch Zuriickfiihrung auf Identitdtssatze fiir Laplaceintegrale oder
analytische Funktionen bei Benutzung von Satz 6 gewonnen werden.

Aus der groBen Fiille andersartiger Anwendungen beweisen wir hier nur
folgenden Approximationssatz.

SATZ 7. Die Funktion ¢, §(z)=3/_, b.=" sei analvtisch fir |z|<r,
r>0, wobei

= |

k=1
hp =0

gelte. Es seien (1,),(t,) Folgen positiver Zahlen mit 4,— o0, t, > o
(n— o). Dann gibt es zu jeder Funktion feC[0,1] mit f(0)=0 und zu
Jjedem £ >0 ein P(x)=37" L O(x/A,) mit

"= m)

f(x)—P(x) <e (xe [0, 1]) und Z la,| 4, "<l

n = ny
Hierbei ist ny so groff gewdhlt, daff A, ' <r (n=n,) gilt.
Ganz speziell erhalten wir zum Beispiel fiir ¢(z) ==z/(z + 1).
Satz 8. Es seien (4,), (t,) Folgen positiver Zahlen mit 4, — n, [, = oC

(n— ). Dann gibt es zu jeder Funktion fe C[0,1] mit f(0)=0 und cu
Jedem £>0 ein P(x)=%" | a(x/(x+4,)) mit

N
f(x)—P(x)l<e  (xe[O. 1)) und Y la,| 4, "<L

n—=1
Entsprechende Sitze ergeben sich fir ¢(z)=1—¢"% sinz, 1 —cos z.
Beweis zu Satz 7. Fir K, (t)=¢(e '/A,) ist nach Satz 5 die Bedingung
Iy 1(K,, 4, ) zu zeigen. Aus

by

(S =y 2
70 A k

=1 % "0

' e Fdu(ty=C(4;") (n—> )
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mit [; |dx(r)] < o folgt bei der Multiplikation mit A% fiir n — oo jedoch
sukzessiv fur & die Identitdt [§ e " du(1) =0, falls b, # 0 ist. Bei Beachtung
von

erhalten wir a(f)=0 (1 =2 0) nach Satz 6, womit Satz 7 gezeigt ist.

Beweis zu Sarz 4. Es gelte zunidchst [(K,, ¢,} flir das System S des
linearen normierten Raumes X, und wir beweisen die Approximation (1)
funktionalanalytisch. Es sei 4, dic Klasse aller unendlichen Tupel

f={a,, dy...,a,..) mit beliebigen Koeffizienten «,, und es sei ferner
A< A, die Unterklasse aller fe 4, mit «, 50 fir nur endlich viele n. Es
bezeichne fi, das Nullelement. Jedem f =(a,, d5,.... ay. 0,0,..)e A werde

P,e X zugeordnet mit P,=3"Y , a,K,. Wir bilden nun dic Menge 7 aller
Tupel w=(f. ) mit fe X und e 4. Die Klasse U aller Tupel (P. ) mit
pe A ist dann cine Untermenge von 7.

Mit der Norm

N (VA WA

mit | =%~ la,lc, fir f=(a,....,ay,0,0,..) ist T ein linearer normier-
ter Raum bei Beachtung von ¢,>0. Offensichtlich ist U ein linearer
Unterraum von 7.

Zum Beweis von (1) geniigt es U=T zu zeigen, wobei U die
abgeschlossene Hille von U in T beziighch obiger Norm ist. Es se1 nun F
ein beschriinktes lineares Funktional auf 7 mit F(Py, f)=0 fir alle
(P, Bye U. Dann ist F(w)=0 fiir alle w=(f, f)e T zu zeigen [7,S.114].

Da w={(f, B)=(f. Bo)+ (fy. B) ist mit f, als Nullelement in X und mit
dem Nullelement fi,e 4, so folgt aus der Linearitit von F fir alle
w=(f.feT

Fow)y=F(f, Bo) + F(fo. B). (3)

Durch den ersten Term F(f, f8,) in (3) wird nun ein beschrinktes lineares
Funktional auf X gebildet.

Speziell fiir f,eA (k=1,2,..) mit den Koeffizienten a*'=0 (n#k),
a® =1 und fiir /= Py, =K, (k=1,2..), w= (K, B,) ergibt sich wegen
F(Py, f)=0 aus (3)

[F(K,, Bo)l = | F(fo, Bl < 1) 1Bl =IFl cp=Clcy) (k- o),
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wobei [[F]| die Norm des linearen Funktionals F ist. Somit folgt aus
I(K,.c,), daBl F(f. f,) auf X das Nullfunktional ist. Nach (3) erhalten wir
daher

Fiw)=F(f. B)=F(/o.B)  (weT) (4)

so dal} die Werte von F(/, f5) und F(Py, i) nach (4) fir alle (£, f)eT
ubereinstimmen. Aus F(P, f/)=0 (ffe A) folgt somit Flw)=0 fir alle
we T

Umgekehrt sei die Approximation (1) fiir das System S vorausgesetzt,
und es gelte

IF(K,)|<Mc, (n=1,2..) (5)

H

fiir ein beschrinktes lineares Funktional F auf X mit einer Konstanten M.
Falls ein f, € X mit F( f,)# 0 existiert, dann lassen sich nach (1) Elemente
Po=YM aF K, fir k=1,2,. aus X wihlen mit

FIP)— F(f)#0 (k- %) (6)
und

Ny ]

Y \a}f"[(',,<z (k=1,2..). (7)

’ 1
Aus (5) und (7) folgt aber

Ng Ni M
|F(POI< Y aP [ TFK )< Y it Mc‘,,S‘k——’O (k- )

n=1 a1

was ein Widerspruch zu (6) ist. Somit gilt /(K. ¢,), und Satz 4 ist in allen
Teilen bewiesen.
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