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In [I] und [6] wurde unter anderem gezeigt, daf3 zu jeder Funktion I
aus C[O, 1] mit I(O)=O, zu jedem c:>0 und zu jeder Folge positiver
Zahlen Wn mit W n --+ eXJ ein Polynom P(x) = L;;c 1 anx" existiert mit

II(x) - P(x)1 < c:(x E [0, I]) und Ian I < w;: (n = 1,2, ... , N).

Dieses Ergebnis sowie auch weiterfuhrende Satze in [2] konnten in ganz
speziellcr Weise durch die Abschatzung der Koeffizienten Bernsteinscher
Polynome gewonnen werden.

Urn nun nicht nur fur Polynome sondern auch im Faile allgemeinerer
Lincarformen bestmogliche Approximationen dieser Art bei zugehorigen
Koeffizientenbeschrankungcn zu erhalten, zeigen wir in Form einer
allgemeineren Theorie mit einer in [4] benutzten funktionaianalytischen
Beweismethode die Aquivalenz solcher Approximationseigenschaften mit
gewissen Identitatsbedingungen fur Integraltransformationen.

Ais Anwendung dieser allgemeineren Ergebnisse lassen sich dann
zahlreiche spezielle Approximationssatze herleiten. Insbesondere erhalten
wir sehr einfache und elegante Beweise fUr die folgenden drei Satze, die
teilweise Verscharfungen zu [I] und [2] ergeben.

Es bezeichne (An)(~ im weiteren stets eine Foige verschiedener reeller
Zahlen mit 0 = Ao < An (n = 1,2,... ).

Sat" L Gilt L';~1 (l/)'n) = x und )'n+l-;.,,~c>Ojur die Folge (An),
dann giht es zu jeder Funktion /E C[O, 1], zu jedem e > 0 und zu jeder Folge
(wn) positiver Zahlen mit IV" --+ CfJ (n --+ x;) ein Polynom P(x) = L;;~.) an x;."
S0, dafJ

I/(x)-P(xll <e(xE [0, I])
unci

ao=/(0), lanl < w;," (n = 1,2,..., N).
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Als Verscharfung zu [1, Theorem 3; 2, Theorem 2J crhalten wir

SATZ 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 bezuglieh (J'n) gibt es zu
jeder Funktion IE C[a, bJ mit 0 < a < b und zu jedem I: > 0 ein Polynom
P(x)=I,~~oanX;" sowie ein Polynom P,(x)=I,;; 1 bllx;" mit

II(x) - P(x)1 < 1:, II(x) - Pdx)1 < I: (XE[iI,bJ)

und a o=I(a), I,;;~ 1 Ian I a'" < 1, I,;;_, Iblll (a!( 1 + c;))''' < L so daJj insbeson­
dere gilt

lalll <a ''', (n= 1,2,... , N).

1m Faile beschrankter 1. 11 ergibt sich

SATZ 3. Gilt )'n --> k (n --> x) mit 0 < k <x luI' die Folge (An), dann gibt
es zu jeder Funktion IE C[O, 1], zu jedem I: > 0 und zu jeder Folge (wn)
positiveI' Zahlen mit 11'11 --> x ein Polynom P(x) = I,;; 0 ilIIX'" mit

II(x) - P(x)1 < dx E [0, 1J)

und

\'

ao=I(O), I lall lli· lI -kI H ,,< 1.
II ,

Urn nun fur entsprechende Approximationen durch Linearformen aus
anderen Funktionen eine allgemeinere Theorie zu erhalten, betrachten wir
einen linearen normierten Raum X mit der Norm III11 fur IE X und bilden
abzahlbare Systeme SeX von Elementen K n E X (n = 1, 2, ... ).

Wir sagen, daB das System S in X bezuglich einer Folge positiver Zahlcn
ell (n = 1, 2, ... ) die Identitatseigenschaft l(KII , en! besitzt, falls fur jedes
beschrankte lineare Funktional F auf X aus F(Kn)= (['(cn) (n --> CXJ) stets
F(f) = 0 fur aile IE X folgt.

Wir beweisen als wesentlichen Hilfssatz

SATZ 4. Es .lei X ein linearer normierter Raum mit del' Norm IIIII jiir
IE X. Ferner .lei S ein System mit Elementen KnE X (n = 1, 2, ... ), und es seien
Cn (n = 1, 2, ... ) positive Zahlen. Genau dann gibt es zu jedem IE X und zu
jedem G > 0 ein P = I,~~ 1 anKn aus X mit

III-PII <I:

wenn l(Kn, C,,) gilt.

und
v

I 1an l CII<I:,

II I

(I)
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Es sei darauf hingewiesen, daB die Abschatzung (1) bei beliebigem f EX
mit

Ilf-PII<1 und
n=!

gleichwertig ist.
Wir wahlen nun speziell X = CoCO, q] mit 0< q ~ 00. Dabei bezeichne

CoCO, q] fur endliches q die Klasse aller auf [0, q] stetigen Funktionen f
mit f(q) = 0. Entsprechend sei Co[O, 00] die Menge aller auf [0,00)

stetigen Funktionen f mit f(t) ~° (t ~ 00). Die beschrankten linearen
Funktionale F auf CoCO, q] (0 < q ~ 00) haben bekanntlich die Gestalt
[7, S. 139]

F(f) = ff(t) drx(t)
o

mit f Idrx(t)1 < 00,
o

wobei rx im Faile eines endlichen q wegen f( q) =°als linksseitig stetig in
t = q angenommen werden kann, und die Integrale im Faile q =0 00 als
uneigentlich bezuglich 00 zu lesen sind.

Fur ein System S mit Funktionen K n E CoCO, q] bezeichnen wir jetzt mit
Iro,<,](K,J' cn) die Identitatseigenschaft, daB aus

J: Kn(t) drx(t) = (I)(c n) (n ~ 00), fq Idrx(t)1 < 00
o

stets rx( t) =°(t E [0, q] bzw. t E [0, 00) im Faile q = 00 ) folgt fur jede nor­
mierte Belegungsfunktion rx. Dabei heiBt rx normiert, wenn rx linksseitig
stetig in (0, q] bzw. in (0, 00) ist mit rx(O) = 0.

Aus Satz 4 erhalten wir unmittelbar als Hauptergebnis fur die
Approximation durch Linearformen von Funktionen

SATZ 5. Es sei S ein System von Funktionen KnE CoCO, q] (0 < q ~ 00),

und es seien cn positive Zahlen. Genau dann gibt es zu jeder Funktion
IE CoCO, q] und zujedem c: >0 ein P(s) = L:;;~ I al/Kn(s) mit

If(s) - P(s)1 < I: (5 E [0, q], hzH'. S E [0, 00) im Faile q =oo)i

und
N

L: Ian I CI/ < 1:,

n=1

(2)

H'enn Iro.q](Kn, en) gilt.

Fur die Anwendungen ist der folgende Identitatssatz von Mikusinski [5]
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besonders wichtig, wobei wir diesen Satz in der nach [3, S.IO]
umgeformten Gestalt ubernehmen.

SATZ 6. 1st (i,,,) eine Folge mit L: I (1 Ii,,) =X und i" + I - in? c> 0,
dann impliziert

r' e ""drx(t)=(I(e II''')
'0

. ,
(n---+x)mit I Idy.(I)I<Cf~

'0

fur jede normierte Funklion'J. und fur jedes endliche q > 0 stets'J.( t) = 0
(tE[O,q]).

Ein neuer Beweis von Satz 6 wurde in [4, Folgerung aus Satz 3]
gegeben.

Satz I folgt unmittelbar aus Satz 5 fur K,,(t) = e "", Cn = 11"" '" bei der
Approximation von f(x) -frO) mit x = c', da sich die Bedingung
1ro. f ](K,I' 11"'1 i,,) wegen 11",,---+ x aus Satz 6 ergibt. Es sci noch darauf
hingewiesen, daB die sich zunachst nach Satz 5 crgebende Abschatzung
I;;~I la"III'" i"<1; unter den Voraussetzungen von Satz 1keinc Verschar­
fung gegeniiber la" I < IV;;" darstel!t.

Satz 2 folgt entsprechend aus Satz 5 und Satz 6, wobei ohnc
Beschrankung der Al!gemeinheit 0 < a < h = 1 in Satz 2 angenommen sci.
Wir setzen fur a = c 'I hierbei K,,(t) = c c 'I'", C n = C 'Ii". so daB
K,,( q) = 0 ist. Da sich dann fur diese K" nach Satz 5 die Approximation (2)
mit I,;_ I la,,1 e 'Ii" < I: ergibt. so konnen wir diese Funktionen K" auch
durch e bei Erhaltung von (2) crsetzen. so daB wir daher fur x = c'

das Polynom P(x) in Satz 2 durch die Approximation von f(x) ~f(a) auf
[a, 1] crhaltcn. Wird au13crdcm f stctig auf das Interval! [a -I:, hJ mit
f( a - [;) = 0 fortgcsetzt, dann existiert cntsprechend fur a - I: = e 'I nach
Satz 5 ein Polynom PI(x) = I,> I hnx'" mit

s

If(x)-Pdx)!<1: (xE[a-I;,hj und L Ih"l(a--I;)'''<I,
" I

wobei letzteres mit L;;c~1 Ih"l(aj(1 +,;))'''< 1 gleichwertig ist. Damit ist
Satz 2 bewiesen.

Zum Beweis von Satz 3 ist nach Satz 5 zu zeigen, daB

I' e I'" drx(t) = (I'(li.,,-kl""),
'0

fur normiertes und variationsbeschranktes a stets a(t) = 0 (t ? 0) impliziert.
Die Funktion g mit g(s) = Stf c Is dart) ist aber in der offenen rechten kom­
plexen Halbebene analytisch, so daB aus g().,,) = (I( IA" - k I"") bei
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Entwicklung von g(s) in eine Potenzreihe urn s = k wegen I-t'" - CJJ leicht
g(s) == °folgt, woraus sich nach bekannten Identitiitssatzen fur Laplacein­
tegrale a( t) =°(t ~ 0) ergibt.

Als weitere Anwendung von Satz 5 ergeben sich zahlreiche
Approximationssatze insbesondere im Fall, daB K,,(t) = K(tA,,) mit einer
Funktion K E Co[O, x] ist, sofern sich dann zugehorige Iden­
titatsbedingungen 1[0, ,:]( K,n e,,) herleiten lassen. Diese konnen in vielen
Fallen durch Zuruckfuhrung auf Identitiitssatze fur Laplaceintegrale oder
analytische Funktionen bei Benutzung von Satz 6 gewonnen werden.

Aus der groBen Fulle andersartiger Anwendungen beweisen wir hier nur
folgenden Approximationssatz.

SATZ 7. Die Funktion ¢, ¢(z) = L/~ I hkzk sei analytiseh fur Izi < r,
r> 0, H'ohei

IL -= Jj

k? I k
h,oftO

gelte. Es seien (l,,), (t,,) Folgen positiver Zahlen mit )on - CJJ, tIl - <x
(n -x). Dann giht es zu jeder Funktion fE C[O, I] mit frO) = °und zu
jedem I: > °ein PIx) = L;;~n(} a,,¢(xj).n) mit

If(x) - P(x)1 < I: (xE[O,I])und
\

L Ian 1 A" I" < I.

Hierhei ist no so grojJ gewahlt, daji )on I < r (n ~ no) gilt.

Ganz speziell erhalten wir zum Beispiel fur ¢(z) = z/(z + 1).

SATZ 8. Es seien (An)' (tn) Folgen positiver Zahlen mit )on - CJJ, tn-x
(n - CJJ). Dann giht es zu jeder Funktion fE C[O, 1] mit frO) = °und zu
jedem I: > °ein P(x) = L;; _ I a,,(x/(x + J. n)) mit

If(x) - P(x)i < [, (xE[O,I])und
'\

L Ian 1 ),n I" < I.
11---,-1

Entsprechende Siitze ergeben sich fur ¢(z) = 1 - e c, sin z, 1 - cos z.

Beweis zu Sat: 7. Fur Kn(t) = ¢(e 1/),,,) ist nach Satz 5 die Bedingung
I[o,x](Kn , )'n I,,) zu zeigen. Aus
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mit g Ida(I)1 < ex; folgt bei der Multiplikation mit J.~ fur n --+ CXJ jedoch
sukzessiv fur k die Identitat J(~ e tk da(t) = 0, falls hk of-°ist. Bei Beachtung
von

IL -=T
k 1 k
h, cF 0

erhalten wir !X( I) = °(I ~ 0) nach Satz 6, womit Satz 7 gezeigt ist.

Beweis ::11 Sal:: 4. Es gelte zunachst I( K
II

, c
II

) fur das System 51 des
linearen normierten Raumes X, und wir beweisen die Approximation (I)
funktionalanalytisch. Es sci A, die Klasse aller unendlichen Tupel
[3 = (a l' a 2"'" a/l ,... ) mit beliebigen Koeffizienten all' und es sei femer
A c A, die Unterklasse aller [3 E A, mit all of-°fur nur endlich viele n. Es
bezeichne [30 das N ullelement. ledem /J = (a I' a2"'" as, 0, 0, ... ) E A werde
PI! EX zugeordnet mit PI; = L,>~ 1 allK//" Wir bilden nun die Menge Taller
Tupel \I' = U /3) mit IE X und /l EA. Die Klasse U aller Tupel (PI;' /3) mit
/1 E A ist dann cine Untermenge von T.

Mit der Norm

= IIU; /ilil = IIIII + 11/111

mit 11/111 =L;> I lalll C II fur fl=(a1,.··,a;v,0,0, ... ) ist Tein linearer normier­
ter Raum bei Beachtung von CII > 0. Offensichtlich ist U ein linearer
Unterraum von T.

Zum Beweis von (1) genugt es C= T zu zeigen, wobei C die
abgeschlossene Hulle von U in T bezuglich obiger Norm ist. Es sci nun F
ein beschranktes lineares Funktional auf T mit F(P ji , (3) = ° fur aile
(P li , fl) E U. Dann ist F( IV) =°fUr aile IV = U; fl) E Tzu zeigen [7, S. 114].

Da IV = U; (3) = U; /lo) + U;\, /3) ist mit j~ als Nullelement in X und mit
dem Nullelement flo E A, so folgt aus der Linearitat von F fur aile
II" = u: /il E T

(3 )

Durch den ersten Term FU; /lo) in (3) wird nun ein beschranktes lineares
Funktional auf X gebildet.

Speziell fur [3k E A (k = 1, 2, ... ) mit den Koeffizienten a~,k 1=° (n of- k),
a~kl=l und fUr f=PI1,=Kk (k=1,2, ... ), Iv=(Kk,[3k) ergibt sich wegen
F(P ji , 13) = °aus (3)

IF(Kk , flo)1 = IFU;j, Ih)1 ~ IIFII Ilflk II = IIFII Ck = 0(cd (k --+ Xc),
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wobei IIFII die Norm des linearen Funktionals Fist. Somit folgt aus
I(Kn, cn), daB F(f Po) auf X das Nullfunktional ist. Nach (3) erhalten wir
daher

(WE T), (4)

so daB die Werte von FU; In und F( P11,!n nach (4) fur aile U; In E T
ubereinstimmen. Aus F(Pli,!n = 0 WE A) folgt somit F(w) = 0 fur alle
H'E T.

Umgekehrt sei die Approximation (1) fur das System S vorausgesetzt,
und es gelte

(11 = 1,2,... ) (5)

fur ein beschranktes lineares Funktional F auf X mit einer Konstanten M.
Falls ein II E X mit F(fl ) # 0 existiert, dann lassen sich nach (1) Elemente
Pk = I;;,= I a;,k) Kn fUr k = 1, 2, ... aus X wahlen mit

und

S, I
~ I Ikll .L an (n<1:

n I

Aus (5) und (7) folgt aber

(k -> x)

(k= 1,2, ... ).

(6)

(7)

eV, iV, ll1
IF(Pdl:( I la~,k)IIF(Kn)l:( I la~;11 MCn:(t:-> 0

'I~I ,1=1

(k -> ('£ ),

was ein Widerspruch zu (6) ist. Somit gilt I( Kn , cn ), und Satz 4 ist in allen
Teilen bewiesen.
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